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Sugerimos um esquema de aproximac¸a˜o analı´tica para estudarmos os fenoˆmenos de oscilac¸a˜o de quaˆntica
de sabores de uma maneira pedago´gica e compreensiva. Apo´s uma breve descric¸a˜o do status em que se encontra
o estudo teo´rico dos fenoˆmenos de oscilac¸a˜o, com uma discussa˜o introduto´ria dos resultados obtidos com ondas
planas, no´s introduzimos o formalismo com pacotes de ondas de modo a estudar algumas caracterı´sticas pecu-
liares inerentes aos fenoˆmenos de oscilac¸a˜o quaˆntica. Seguimos um estudo analı´tico com um pacote de ondas
Gaussiano onde mostramos que as oscilac¸o˜es sa˜o limitadas por uma func¸a˜o amortizada ao longo do tempo a
qual caracteriza o slippage (“escorregamento”) entre dois pacotes de ondas. Demonstramos que o spreading de
um pacote de ondas e´ tipicamente um efeito de segunda ordem, de fato, relevante no limite na˜o-relativı´stico. Ao
mesmo tempo, quantificamos uma fase adicional dependente do tempo a qual modifica o cara´ter standard de
oscilac¸a˜o da fo´rmula de conversa˜o de sabores. Finalmente, consideramos uma func¸a˜o Quadrada e uma func¸a˜o
Seno para descrevermos a localizac¸a˜o das partı´culas e verificamos como se altera a probabilidade de oscilac¸a˜o
de sabores sob tais circunstaˆncias.
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We suggest an analytical approximation scheme to study the flavor quantum oscillation phenomena in a
pedagogical and comprehensive way. After briefly describing the status of the theoretical study of quantum os-
cillations, with an introductory discussion of the results obtained with plane waves, we introduce the wave packet
formalism in order to study some peculiar characteristics comprised by the quantum oscillation phenomena. By
following an analytical study with Gaussian wave packets, we show that the oscillations are bounded by a time-
dependent vanishing function which characterizes the slippage between the wave packets. We demonstrate that
the wave packet spreading is typically a second order effect which is indeed relevant in the non-relativistic limit.
In addition, we quantify an additional time-dependent phase which changes the standard oscillating character
of the flavor conversion formula. Finally, we consider a Square and a Sine function to describe the particle
localization and we verify how it changes the flavor oscillation probability under such circumstances.
Keywords: neutrino, flavor oscillation, wave packet.
1. Introduc¸a˜o
O problema de oscilac¸a˜o quaˆntica e´ conhecido desde
1955 quando Gell-Mann e Pais [1], ao estudarem o
chamado θ puzzle, observaram que autoestados de um
Hamiltoniano de interac¸a˜o na˜o coincidem necessari-
amente com os autoestados de massa ou de decai-
mento de uma partı´cula, e propuseram a existeˆncia de
dois ka´ons neutros para explicar os diferentes tempos
de decaimento observados experimentalmente. Um
pouco antes, em 1953, em um esquema para classi-
ficar as novas partı´culas que vinham sendo descober-
tas, Gell-Mann representava o ka´on neutro K0 e sua
antipartı´cula K¯0 como duas partı´culas distintas. O
decaimento de ambas as partı´culas em um par pı´on-
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antipı´on pi+pi− era ja´ observado. Desde enta˜o, como
poderı´amos saber qual partı´cula houvera originado tal
decaimento: K0 ou K¯0? Tal problema foi resolvido
quando perceberam que aquilo que observavam cor-
responde a` mistura de dois estados, K0 e K¯0. Desta
maneira, historicamente, pela primeira vez a inter-
fereˆncia entre dois estados com massas ligeiramente
diferentes aparecia no contexto da mecaˆncia quaˆntica.
Em 1955, Pais e Piccioni [2] contribuı´ram signi-
ficativamente quando sugeriram que a propagac¸a˜o de
autoestados de sabor, como uma superposic¸a˜o coerente
de autoestados de massa, levam a` conversa˜o parcial de
um estado com um nu´mero quaˆntico de sabor inicial
em um estado com outro nu´mero quaˆntico de sabor.
Verificou-se que probabilidade de transic¸a˜o de sabores
oscila no espac¸o com uma fase de oscilac¸a˜o que de-
pende da diferenc¸a de massa. Tal construc¸a˜o teo´rica foi
verificada em uma se´rie de experimentos com sistemas
kaoˆnicos neste mesmo perı´odo [3, 4, 5]. Oscilac¸o˜es
similares tambe´m foram observadas para os me´sons B
em 1987 [6].
Ja´ em 1957, Pontecorvo percebeu que a existeˆncia
de massas para neutrinos poderia representar a possi-
bilidade de oscilac¸o˜es quaˆnticas similares para estas
partı´culas. A mistura de sabores para neutrinos, em
linhas gerais, foi sugerida pouco tempo depois [8], e
o caso de oscilac¸a˜o para dois sabores, bem como sua
aplicac¸a˜o no estudo do problema de neutrinos solares,
foi examinado ate´ o final dos anos 60 por Pontecorvo
e Gribov [9, 10]. Oscilac¸o˜es de sabores de neutrinos,
pore´m, sa˜o muito mais difı´ceis de serem observadas do
que as oscilac¸o˜es de sabores dos me´sons, justamente
porque neutrinos teˆm massas muito pequenas e se
acoplam somente via interac¸o˜es fracas. E´, portanto, de
longa data que as propriedades dos neutrinos, em par-
ticular, o problema de oscilac¸a˜o quaˆntica, veˆm desper-
tando bastante interesse. Nos u´ltimos anos, uma se´rie
de experimentos, seja com neutrinos solares [11, 12],
seja com neutrinos atmosfe´ricos [13], tem fornecido
fortes evideˆncias sobre as massas e sobre a mistura de
sabores dos neutrinos [14, 15, 16, 17]. Em paralelo, o
grande interesse no estudo dos fenoˆmenos de oscilac¸a˜o
quaˆntica [18, 19, 20] tem estimulado um nu´mero cres-
cente de trabalhos com o propo´sito de entender os
fundamentos teo´ricos que governam o fenoˆmeno de
oscilac¸a˜o de sabores [21, 22, 23]. Ale´m do grande in-
teresse nesse campo, a dificuldade conceitual no en-
tendimento de alguns aspectos fı´sicos que se “escon-
dem” nas fo´rmulas de oscilac¸a˜o representam um intri-
gante, e as vezes embarassante, desafio para os fı´sicos.
O tratamento standard com ondas planas [24, 25]
consiste na mais elementar aproximac¸a˜o utilizada no
estudo do problema de oscilac¸a˜o de sabores. Contu-
do, apesar de ser fisicamente intuitivo e simples, ri-
gorosamente, o modelo com ondas planas na˜o e´ su-
ficiente para o completo entendimento da fı´sica en-
volvida em oscilac¸o˜es quaˆnticas. O tratamento com
ondas planas implicaria em um perfeito conhecimento
da energia e do momento e, consequ¨entemente, uma
incerteza “infinita” na localizac¸a˜o espac¸o-temporal da
partı´cula oscilante. Oscilac¸o˜es sa˜o destruı´das sob tais
condic¸o˜es [26]. De maneira a superar tais dificuldades,
um modelo com pacote de ondas para neutrinos ultra-
relativı´sticos foi introduzido por Kayser [26] e posteri-
ormente aplicado por outros autores [27, 28].
Entretanto, uma objec¸a˜o muito comum a tal for-
malismo corresponde ao fato de que os autoestados
de massa (partı´culas oscilantes) na˜o sa˜o, e na˜o po-
dem ser, “diretamente” observados. Seria mais “con-
vincente” escrever uma probabilidade de transic¸a˜o en-
tre partı´culas observa´veis envolvidas na produc¸a˜o e
na detecc¸a˜o das partı´culas oscilantes em um chamado
modelo de pacotes de ondas externos [20, 29].
Neste modelo, as partı´culas a serem estudadas se-
riam representadas por propagadores relativı´sticos que
se propagam entre a fonte e o detector. Os pa-
cotes de onda representariam as partı´culas externas
que esta˜o interagindo na produc¸a˜o das partı´culas os-
cilantes (propagadores). A func¸a˜o que representa o
overlap entre os pacotes de ondas que entram e que
saem no modelo de pacotes de ondas externos cor-
responde a` pro´pria func¸a˜o de onda do autoestado de
massa referente a` partı´cula que se propaga no tempo.
Notoriamente, pode ser demonstrado que as densi-
dades de probabilidade para partı´culas oscilantes ultra-
relativı´sticas (e esta´veis), seja no modelo de Kayser
[26], seja no modelo de pacotes de ondas externos,
sa˜o matematicamente equivalentes [20]. Sendo assim,
na˜o temos problemas em considerar um pacote de on-
das associado a` particula que se propaga no espac¸o-
tempo. Ale´m do mais, o modelo com pacotes de ondas
na forma preliminar apresentada por Kayser [26] sim-
plifica consideravelmente a discussa˜o de alguns aspec-
tos fı´sicos que acompanham o fenoˆmeno de oscilac¸a˜o
[30, 31].
Neste contexto, pretendemos apenas estabelecer
um esquema condensado, pore´m, didaticamente orga-
nizado, para estudarmos analiticamente o fenoˆmeno
de oscilac¸a˜o de sabores, uma vez que, na literatura,
numerosas prescric¸o˜es sa˜o ainda um tanto confusas.
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Muitas vezes, em uma aproximac¸a˜o analı´tica aplicada
ao estudo da evoluc¸a˜o temporal de um autoestado de
massa, as limitac¸o˜es impostas pela introduc¸a˜o de pa-
cotes de ondas na˜o sa˜o devidamente consideradas.
Na sec¸a˜o 2 deste texto, introduzimos o problema
de oscilac¸a˜o quaˆntica de sabores com o intuito de apre-
sentarmos uma uma revisa˜o do formalismo com ondas
planas e verificarmos as limtac¸o˜es impostas pelo uso de
ondas planas. Na sec¸a˜o 3, no´s introduzimos sistemati-
camente os pacotes de ondas Gaussianos [23, 32] para
estudarmos o fenoˆmeno de oscilac¸a˜o quaˆntica. Em
particular, o isto nos permite quantificar as correc¸o˜es
de primeira e segunda ordem do cara´ter oscilante das
partı´culas que se propagam no espac¸o-tempo. Assumi-
mos uma distribuic¸a˜o de momentos altamente cen-
trada para descrevermos a energia de um autoestado
de massa em uma se´rie de poteˆncias de maneira a obter
as expresso˜es analı´ticas aproximadas para a evoluc¸a˜o
temporal do pacote de ondas e, da mesma forma, para
a probabilidade de oscilac¸a˜o de sabores. O termo de
segunda ordem na expansa˜o da energia e´ levado em
conta de modo a verificarmos cuidadosamente a in-
flueˆncia do mesmo ao quantificarmos os efeitos de
spreading e de slippage dos pacotes de ondas em am-
bos os regimes de propagac¸a˜o: na˜o-relativı´stico e ultra-
relativı´stico. Identificamos, tambe´m, uma fase adi-
cional dependente do tempo que pode alterar o cara´ter
oscilante na fo´rmula de conversa˜o de sabores. Na sec¸a˜o
IV, no´s introduzimos uma func¸a˜o Quadrada e uma
func¸a˜o Seno suavemente amortizada para descrever-
mos a localizac¸a˜o da partı´cula e verificarmos como a
forma de um pacote de ondas pode alterar a probabili-
dade de oscilac¸a˜o de sabores. Encerramos com as con-
cluso˜es na sec¸a˜o V.
2. O fenoˆmeno de oscilac¸a˜o quaˆntica
de sabores com ondas planas
A possibilidade de dois ou mais estados quaˆnticos se
combinarem para compor um novo estado vem dos
princı´pios fundamentais da mecaˆnica quaˆntica. A me-
dida de um observa´vel faz com que um estado quaˆntico
inicial seja levado a um autoestado quaˆntico do opera-
dor associado a` grandeza observa´vel O processo de
medida fı´sica determina uma base de estados fı´sicos
constituı´da por todos os autoestados do referido ope-
rador (ou de um conjunto de operadores se for o caso).
Bases diferentes associadas a operadores diferentes po-
dem ser correlacionadas por transformac¸o˜es lineares
de modo que um estado fı´sico qualquer possa ser
descrito como uma combinac¸a˜o (mixing) de autoes-
tados de uma dessas bases. Assim e´ construı´do o
princı´pio quaˆntico de superposic¸a˜o. As propriedades
de um estado quaˆntico sa˜o descritas em termos de
uma func¸a˜o de onda que, dentre outras informac¸o˜es
fı´sicas, carrega o significado de uma densidade de
probabilidades, fator este, que leva a um conflito com
a ide´ia cla´ssica de “partı´cula” quando usada para des-
crever um estado fı´sico. Essa dificuldade conceitual
de interpretac¸a˜o e´, por exemplo, frequ¨entemente apre-
sentada na discussa˜o do experimento de espalhamento
quaˆntico em fenda dupla. O mesmo conceito de
combinac¸a˜o de estados quaˆnticos aparece quando au-
toestados de um Hamiltoniano de interac¸a˜o sa˜o des-
critos como uma superposic¸a˜o quaˆntica de autoestados
de massa de um mesmo sistema fı´sico. Sa˜o criadas, as-
sim, condic¸o˜es para a oscilac¸a˜o do nu´mero quaˆntico as-
sociado ao Hamiltoniano de interac¸a˜o ao longo de uma
propagac¸a˜o espac¸o-temporal. Para sermos mais pre-
cisos no contexto especı´fico do problema de oscilac¸a˜o
quaˆntica de sabores, o Hamiltoniano de interac¸a˜o de-
termina uma base de autoestados de sabor ao passo
que autoestados de massa compo˜em a base determi-
nada por um Hamiltoniano (livre) de propagac¸a˜o. Em
particular, as oscilac¸o˜es de sabor surgem quando uma
fonte cria uma partı´cula que corresponde a` combinac¸a˜o
linear de autoestados de massa. Os principais aspectos
dos fenoˆmenos de oscilac¸a˜o quaˆntica de sabores podem
ser compreendidos atrave´s do estudo de um problema
com apenas dois autoestados de sabor descritos por
(
να
νβ
)
= U
(
ν1
ν2
)
=(
cos (θ) sin (θ)
− sin (θ) cos (θ)
)(
ν1
ν2
)
, (1)
onde να e νβ representam autoestados de sabor or-
togonais entre si, ν1, ν2 representam autoestados de
massa tambe´m ortogonais entre si, θ e´ o aˆngulo de
mistura e U e´ a matriz que diagonaliza o Hamilto-
niano de propagac¸a˜o se este e´ inicialmente descrito
na base de autoestados de sabor. O ca´lculo das am-
plitudes de transic¸a˜o de um autoestado de sabor para
outro requer o conhecimento da evoluc¸a˜o temporal
dos estados quaˆnticos envolvidos e dos produtos es-
calares entre os autoestados. Ao assumirmos que
temos simplificac¸o˜es matema´ticas substanciais quando
a dependeˆncia espacial das func¸o˜es de onda e´ uni-
dimensional (eixo z) podemos representar generica-
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mente a evoluc¸a˜o espac¸o-temporal de um autoestado
de massa como
νi(z, t) = φi(z, t)νi (2)
poderı´amos descrever a evoluc¸a˜o espac¸o-temporal dos
autoestados de sabor como(
Ψα(z, t; θ)
Ψβ(z, t; θ)
)
=
U
(
φ1(z, t) 0
0 φ2(z, t)
) (
ν1
ν2
)
=
U
(
φ1(z, t) 0
0 φ2(z, t)
)
U †
(
να
νβ
)
, (3)
Em particular, ao considerarmos uma partı´cula pro-
duzida inicialmente em um autoestado de sabor α em
t = z = 0, a evoluc¸a˜o espac¸o-temporal deste estado
fı´sico seria descrita por
Ψα(z, t; θ) =
φ1(z, t) cos (θ)ν1 + φ2(z, t) sin (θ)ν2 =[
φ1(z, t) cos
2 (θ) + φ2(z, t) sin
2 (θ)
]
να +
[φ1(z, t)− φ2(z, t)] cos (θ) sin (θ)νβ =
φα(z, t; θ)να + φβ(z, t; θ)νβ (4)
Desta maneira, fica evidente que uma partı´cula
criada em um autoestado de sabor α, ao longo da
evoluc¸a˜o espac¸o-temporal, tera´ probabilidade na˜o-nula
de ser detectada como um autoestado de sabor β uma
vez que a amplitude de transic¸a˜o de sabor α→ β seria
dada por
A(να → νβ; z, t, θ) ≡ 〈νβ|να(t)〉 ≡
νβ · Φα(z, t; θ) = φβ(z, t; θ). (5)
Obviamente, o desenvolvimento e´ ana´logo quando
procuramos determinar amplitude de transic¸a˜o α →
α, A(να → να; z, t, θ) ≡ φα(z, t; θ). Como vere-
mos na sec¸a˜o 2.2, com estas propriedades, a obtenc¸a˜o
da probabilidade de conversa˜o do nu´mero quaˆntico de
sabor α em β e´ imediata.
2.1. Vı´nculos cinema´ticos
Antes de prosseguirmos com o estudo do fenoˆmeno
de oscilac¸a˜o quaˆntica de sabores no contexto ja´ elabo-
rado, e´ importante verificarmos sob quais condic¸o˜es
cinema´ticas podemos, eventualmente, encontrar algu-
mas restric¸o˜es quanto a` aplicac¸a˜o do formalismo com
ondas planas.
Durante o processo de criac¸a˜o de um autoestado de
sabor alguns vı´nculos cinema´ticos podem ser impor-
tantes na derivac¸a˜o da fo´rmula de oscilac¸a˜o de sabores
[34]. Particularmente, qualquer processo de criac¸a˜o
de uma partı´cula (seja ela um estado oscilante ou na˜o)
pode ser considerado, no aˆmbito cinema´tico, como um
processo de decaimento efetivo de dois corpos [30]
ilustrado por
M
mo ←− • −→ m1,2
onde os subı´ndices de m1,2 se referem aos autoesta-
dos de massa. Se o decaimento ocorre em um nu´mero
maior do que duas partı´culas, a quantidade mo repre-
senta a massa efetiva de todas as demais partı´culas que
acompanham os autoestados de massa e, obviamente,
tem valor igual a` soma dessas massas. Para outros pro-
cessos de produc¸a˜o que na˜o correspondem a um de-
caimento, a quantidade M corresponde a` energia do
centro de massa e na˜o a` massa de uma ressonaˆncia. No
sistema de repouso, a conservac¸a˜o de momento e de
energia impo˜e que
M = (pi +mo)
1
2 + (pi +mi)
1
2 = Eoi +Ei, (6)
onde i = 1, 2.
Apo´s algumas manipulac¸o˜es alge´bricas simples
encontramos [36]
∆E = E1 −E2 = ∆m22M ,
∆p = p1 − p2 = E¯12−Mp¯12 ∆E, (7)
e
∆v = v1−2 = E¯
2
12 − p¯212 −ME¯12
E¯212 p¯12
[
1−
(
∆E
2E¯12
)2]∆E. (8)
com
E¯12 =
E1 +E2
2
e p¯12 =
p1 + p2
2
(9)
Se observarmos que a diferenc¸a quadra´tica de mas-
sas na˜o e´ nula, ∆m2 6= 0, terı´amos como consequ¨eˆncia
E¯12 −M 6= 0, de modo que, no sistema de repouso da
partı´cula de massa M (ou, em linhas gerais, no sis-
tema de refereˆncia do centro de massa), sob nenhuma
hipo´tese, as diferenc¸as de momentos, energias e ve-
locidades seriam nulas, ou seja, ∆p 6= 0, ∆E 6= 0 e
∆v 6= 0. Concluı´mos que na˜o existe nenhum sistema
de refereˆncia onde ∆v = 0 uma vez que, neste caso,
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a diferenc¸a de velocidades deveria ser nula em qual-
quer sistema de refereˆncia (invariaˆncia de Lorentz).
Tambe´m na˜o existe nenhum sistema de refereˆncia onde
∆p = 0. De fato, ao aplicarmos uma transformac¸a˜o de
Lorentz com velocidade β a partir do sistema de re-
pouso da partı´cula M , encontraremos
∆p′ = γ(∆p− β∆E),
∆E′ = γ(∆E − β∆p), (10)
de modo que, para satisfazermos ∆p′ = 0, e´ necessa´ria
a imposic¸a˜o de uma condic¸a˜o fisicamente inconcebı´vel
sobre β,
β =
∣∣∣∣ ∆p∆E
∣∣∣∣ = (p1 +mo) 12 + (p2 +mo) 122p¯12 > 1. (11)
onde o subı´ndice M se refere a` massa total M .
Se deseja´ssemos esteder o resultado acima para um
sistema que na˜o fosse o sistema de repouso do centro
de massas, poderı´amos efetuar um boost de Lorentz
na direc¸a˜o que faz um aˆngulo α com o momento
da partı´cula oscilante no novo sistema de refereˆncia.
Neste caso, a conservac¸a˜o de momento e de energia
implicaria em
∆E =
∆m2
2EM
(12)
e
∆p =
∆m2
2
[
E¯o12
E¯12PM cos(α) −EM p¯12
]
(13)
Tais vı´nculos podem ser u´teis para identificarmos
qua˜o realı´sticas sa˜o as aproximac¸o˜es que se seguem
no estudo do problema de oscilac¸a˜o de sabores. Ou
seja, ja´ neste ponto, podemos observar que na˜o e´ fisica-
mente correto assumirmos momentos diferentes e ener-
gias iguais para diferentes autoestados de massa, o que
frequ¨entemente ocorre no estudo com ondas planas.
2.2. O tratamento com ondas planas
Apesar de apresentar algumas inconsisteˆncias (apon-
tadas no fim desta sec¸a˜o), o tratamento com ondas
planas se apresenta como uma ferramenta teo´rica con-
veniente para o estudo fenomenolo´gico dos problemas
de oscilac¸a˜o. A evoluc¸a˜o espac¸o-temporal em uma di-
mensa˜o para uma partı´cula livre e´ convenientemente
descrita por
φi(z, t) = N exp [−iΦi(z, t)] (14)
onde Φi(z, t) = E(pz ,mi) t − pz z e´ uma fase invari-
ante de Lorentz.
Uma vez que o Hamiltoniano Hi e´ um opera-
dor Hermitiano, o produto entre as func¸o˜es de onda
φ†i (z, t)φi(z, t) pode ser definido como uma densidade
de probabilidades [35] a qual e´ uma quantidade posi-
tiva definida independente do tempo, de modo que
∫ +∞
−∞
dz ∂t
(
φ†i (z, t)φi(z, t)
)
=
d
(∫ +∞
−∞ dz φ
†
i (z, t)φi(z, t)
)
dt
= 0. (15)
Em um sistema fı´sico no qual o estado inicial de
uma partı´cula seja representado por um autoestado de
sabor να, segundo os ca´lculos com ondas planas, a
probabilidade de encontrarmos um autoestado de sa-
bor νβ e´ convenientemente expressa [25] em termos
do aˆngulo de mistura θ e da diferenc¸a de fases ∆Φ =
Φ1 −Φ2 por
P (να → νβ; t) =
1
2 sin
2 (2θ) |φ1(z, t)− φ2(z, t)|2 =
sin2 (2θ)
1− cos ∆Φ
2
. (16)
De fato, conforme observamos na fo´rmuula (16),
o formalismo com ondas planas [25] ignora qual-
quer efeito que eventualmente possa aparecer devido a
forma analı´tica das func¸o˜es de onda envolvidas. Ale´m
do mais, por completeza, na expressa˜o para oscilac¸a˜o
de probabilidades, os fatores relacionados a` instabili-
dade de uma partı´cula massiva (no caso de um me´son,
isto e´, uma partı´cula que possa decair em outras tantas)
precisam ser considerados de modo que se descreva de
forma completa o processo de oscilac¸a˜o [19] 2. A fase
∆Φ invariante de Lorentz e´ usualmente dada em ter-
mos de uma distaˆncia L (percorrida em um tempo T ),
de uma diferenc¸a de massas ∆m2, e de um valor me´dio
para o momento p¯. Frequ¨entemente se assume T ∼ L
e p1,2 ∼ E1,2, isto e´,
∆Φ = T ∆E − L∆p ≈ L(∆E −∆p). (17)
No limite na˜o-relativı´stico terı´amos
∆Φ ≈ ∆mL, (18)
2Na˜o nos estenderemos sobre o estudo dos fenoˆmenos de oscilac¸a˜o para partı´culas insta´veis. Para interesse mais geral do leitor, sugeri-
mos a revisa˜o feita por Beuthe [20].
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e, em uma aproximac¸a˜o ultra-relativı´stica, terı´amos
∆Φ ≈ ∆m
2
2p¯
, (19)
que levaria a` ja´ bem conhecida expressa˜o [24, 25, 33]
P (να → νβ;L) = sin2 (2θ) sin2
(
∆m2
2p¯ L
)
=
sin2 (2θ) sin2
(
piL
Losc
)
, (20)
onde Losc e´ a distaˆncia na qual ∆Φ e´ igual a 2pi.
Neste ponto, poderia ser mais interessante, e ate´
mesmo mais condizente com a fı´sica, procurarmos um
tratamento mais refinado do que a aproximac¸a˜o com
ondas planas. De fato, uma condic¸a˜o necessa´ria para
observarmos o fenoˆmeno de oscilac¸a˜o impo˜e que a
fonte e o detector de partı´culas oscilantes sejam locali-
zados em uma regia˜o delimitada por δz muito menor
do que o comprimento de oscilac¸a˜o Losc, Losc  δz.
Isto seria possı´vel somente se o momento (p) e a ener-
gia (E) da partı´cula oscilante apresentassem uma in-
certeza em seus valores tal que o erro (ou incerteza) na
mediada de m2 fosse dado por δm2,
δm2 =
[
(2E δE)2 + (2p δp)2
] 1
2 (21)
com valor maior do que a diferenc¸a de massas |m21 −
m22| = ∆m2, δm2 ≥ ∆m2, caso contra´rio, na˜o
seria possı´vel quantificar as oscilac¸o˜es observadas
[19]. Caso essa condic¸a˜o na˜o seja satisfeita, terı´amos
∆m2 ≥ 2p δp. Mas a relac¸a˜o de incerteza de Heisen-
berg, δz δp ≥ 1, quando substituı´da na fase de
oscilac¸a˜o da Eq. (19), fornece
δz ≥ 2p|δm2| ≥
Losc
2pi
, (22)
a qual e´ contra´ria a` condic¸a˜o sugerida como necessa´ria
para que se observe oscilac¸a˜o, Losc  δz.
Este consiste no principal argumento em favor de
um tratamento com pacote de ondas [26].
3. Pacotes de ondas gaussianos
A evoluc¸a˜o temporal de um pacote de ondas que repre-
senta um autoestado de sabor pode ser descrita de
maneira geral pela expressa˜o (4). Ja´ observamos an-
teriormente que o coeficiente de νβ na Eq. (4) corres-
ponde a` amplitude de transic¸a˜o de sabor α→ β desig-
nado pela Eq. (5). A probabilidade de encontrarmos
um estado de sabor νβ em um instante de tempo t seria
convenientemente escrita como a integral do mo´dulo
ao quadrado da amplitude de transic¸a˜o de sabor, ou
seja,
P (να → νβ; t) =
∫
+∞
−∞ dz |φβ(z, t; θ)|2 , (23)
que pode ser reescrita como
P (να → νβ; t) = sin
2 (2θ)
2 { 1− INT(t) } , (24)
onde INT(t) representa o termo de interfereˆncia entre
os autoestados de massa dado por
INT(t) = Re
[ ∫
+∞
−∞
dz φ†1(z, t)φ2(z, t)
]
. (25)
Se considerarmos os autoestados de massams (s =
1, 2) representados por pacotes de ondas dados no ins-
tante t = 0 por
φs(z, 0) =
(
2
pia2
) 1
4
exp
[
−z
2
a2
]
exp [ips z], (26)
as func¸o˜es de onda que descrevem a evoluc¸a˜o temporal
dos mesmos sera˜o dadas por
c
φs(z, t) =
∫
+∞
−∞
dpz
2pi
ϕ(pz − ps) exp [−i E(pz,ms) t+ i pz z], (27)
d
onde
E(pz,ms) =
(
p2z +m
2
s
) 1
2 e
ϕ(pz − ps) =
(
2pia2
) 1
4 exp
[
− (pz−ps)2a24
]
. (28)
De maneira a obtermos a probabilidade de
oscilac¸o˜es, no´s poderı´amos calcular o termo de inter-
fereˆcia INT(t) resolvendo a integral
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c
∫
+∞
−∞
dpz
2pi
ϕ(pz − p1)ϕ(pz − p2) exp [−i∆E(pz) t] =
exp
[
−(a∆p)
2
8
] ∫
+∞
−∞
dpz
2pi
ϕ2(pz − po) exp [−i∆E(pz) t], (29)
d
onde levamos a integrac¸a˜o em z em uma integrac¸a˜o
em pz e introduzimos as quantidades ∆p = p1 − p2,
po =
1
2(p1 +p2) e ∆E(pz) = E(pz,m1)−E(pz ,m2).
Obtemos um termo de oscilac¸a˜o limitado por uma
func¸a˜o exponencial de (a∆p)2 em qualquer instante
de tempo. Sob esta condic¸a˜o, nunca observarı´amos um
autoestado de sabor puro. Ale´m do mais, as oscilac¸o˜es
sa˜o consideravelmente suprimidas se a∆p > 1. A
condic¸a˜o necessa´ria para que as oscilac¸o˜es sejam men-
sura´veis corresponde a a∆p  1. Tal vı´nculo pode
tambe´m ser expresso em termos de δp  ∆p onde
δp e´ a incerteza do momento da partı´cula. O overlap
entre as distribuic¸o˜es de momentos e´ de fato relevante
somente quando δp  ∆p. Consequ¨entemente, sem
perda de generalidade, podemos assumir
INT(t) =
Re
[ ∫
+∞
−∞
dpz
2pi
ϕ2(pz − po) exp [−i∆E(pz) t]
]
. (30)
Na literatura, esta equac¸a˜o e´ frequ¨entemente en-
contrada quando se assume dois autoestados de massa
representados por pacotes de ondas descritos pela
mesma distribuic¸a˜o de momentos centrada em torno
de um valor me´dio po. Tal hipo´tese simplificadora
tambe´m garante a criac¸a˜o instantaˆnea de um autoes-
tado puro de sabor να em t = 0 [30], logo, optamos
por utilizar tal simplificac¸a˜o nas sec¸o˜es subsequ¨entes.
3.1. Aproximac¸a˜o analı´tica
De maneira a obter φs(z, t) resolvendo analiticamente
a integral da Eq. (27), no´s primeiramente reescrevemos
a energia E(pz,ms) como
E(pz,ms) = Es
[
1 + p
2
z−p2o
E2s
] 1
2
=
Es [1 + σs (σs + 2vs)]
1
2 , (31)
onde Es = (m2s+p
2
o)
1
2 , vs =
po
Es
e σs =
pz−po
Es
passa
a ser uma nova varia´vel de integrac¸a˜o. Se assumirmos
uma distribuic¸a˜o de momentos altamente centrada, isto
e´, (aEs)−1 ∼ σs  1, a energia E(pz ,ms) pode ser
expandiada em uma se´rie de poteˆncias de σs. Entre-
tanto, a integral na Eq. (27) pode ser analiticamente
calculada somente se considerarmos termos ate´ a or-
dem σ2s na expansa˜o em se´rie.
Neste caso, a energia E(pz,ms) se torna
E(pz,ms) = Es
[
1 + σsvs +
σ2s
2
(
1− v2s
)]
+
O(σ3s) ≈ Es + poσs + m
2
s
2Es
σ2s . (32)
Ao substituirmos (32) na Eq. (27) e reescrevermos a
integrac¸a˜o em pz em uma integrac¸a˜o em σs, no´s obte-
mos a forma explı´cita da evoluc¸a˜o temporal do pacote
de ondas
c
φs(z, t) ≈ (2pi a2)
1
4 exp [−i(Es t− po z)] ×∫ +∞
−∞
dσs
2pi
Es exp
[
−a
2E2s σ
2
s
4
]
exp
[
−i (po t−Es z)σs − i m
2
s t
2Es
σ2s
]
=
(
2
pi a2s(t)
) 1
4
exp [−i (Es t− po z)] exp
[
−(z − vs t)
2
a2s(t)
− i θs(t, z)
]
, (33)
onde
as(t) = a
(
1 +
4m4s
a4E6s
t2
) 1
2
and θs(t, z) =
{
1
2
arctan
[
2m2s t
a2E3s
]
− 2m
2
s t
a2E3s
(z − vs t)2
a2s(t)
}
.
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d
As quantidades dependentes do tempo as(t) e
θs(t, z) conteˆm todas as informac¸o˜es fisicamente rele-
vantes que chegam com o termo de segunda ordem
na expansa˜o em se´rie de poteˆncias (32). O spreading
do pacote de ondas pode ser imediatamente descrito
quando interpretamos as(t) como uma largura me´dia
dependente do tempo, ou seja, a localizac¸a˜o espacial
da partı´cula e´ efetivamente dada por as(t) que aumenta
durante a evoluc¸a˜o temporal. No regime de propagac¸a˜o
na˜o-relativı´stico (NR), as(t) e´ dada por [35]
aNRs (t) = a
(
1 +
4
a4m2s
t2
) 1
2
. (34)
Para tempos t a2ms, a largura efetiva do pacote
de ondas aNRs (t) se torna muito maior do que a largura
inicial a. De maneira oposta, o spreading do pacote de
ondas no regime de propagac¸a˜o ultra-relativistico (UR)
e´ expresso em termos de
aURs (t) = a
(
1 +
4m4s
a4p6o
t2
) 1
2
≈ a (35)
O spreading no regime UR e´ irrelevante se conside-
rarmos a mesma escala de tempo T para ambos os ca-
sos NR e UR, isto e´, aURs (T )  aNRs (T ). Para enten-
dermos melhor tal colocac¸a˜o, na Fig. 1 no´s ilustramos
a dependeˆncia temporal de as(t) onde assumimos uma
partı´cula com um valor definido de massa ms. Ao cal-
cularmos o quadrado do mo´dulo da func¸a˜o de onda de
um autoestado de massa,
|φs(z, t)|2 ≈
(
2
pia2s(t)
) 1
2
exp
[
−2(z − vs t)
2
a2s(t)
]
,
(36)
podemos ilustrar o spreading do pacote de ondas em
ambos os regimes NR e UR na Fig. 2, que esta´ em
correspondeˆncia com a Fig. 1.
Assim, confirmamos que o spreading do pacote de
ondas e´ de fato irrelevante para partı´culas no regime
UR.
Retornando a Eq. (33), podemos interpretar um
outro efeito de segunda ordem atrave´s da observac¸a˜o
do comportamento temporal da fase θs(t, z). Devido
a` localizac¸a˜o do pacote de ondas, no´s assumimos que
a amplitude da func¸a˜o de onda e´ relevante somente
no intervalo |vs t − z| ≤ as(t). Cada ponto espa-
cial z evolui no tempo de uma maneira diferente. Se,
por exemplo, observamos a propagac¸a˜o de um ponto
espacial z = vs t, a func¸a˜o crescente θs(t, vst) as-
sume valores limitados pelo intervalo [0, pi4 [. Por outro
lado, para qualquer ponto espacial dado pela expressa˜o
z = vs t + K as(t), 0 < |K| ≤ 1, a fase θs(t, z)
na˜o tem um limite inferior. No´s mostraremos na sec¸a˜o
seguinte que a presenc¸a de uma fase dependente do
tempo pode modificar o cara´ter oscilato´rio da fo´rmula
de conversa˜o de sabores. De toda forma, a fase θs(t, z)
acaba por na˜o influenciar propagac¸a˜o de um autoestado
de massa livre como observamos de imediato atrave´s
da Eq. (36).
Figura 1 - A dependeˆncia temporal da largura do pacote de ondas
para diferentes valores da raza˜o ms / po. Ao considerarmos uma
massa fixa ms, podemos comparar os regimes de propagac¸a˜o na˜o-
relativı´stico (po  ms) e ultra-relativı´stico (po  ms). Observa-
mos que o spreading e´ de fato relevante na primeira situac¸a˜o. No
limite ultra-relativı´stico (ms = 0), a largura do pacote de ondas
na˜o se modifica durante a propagac¸a˜o espac¸o-temporal.
Figura 2 - Spreading do pacote de ondas no caso de regimes na˜o-
relativı´sticos e ultra-relativı´sticos descrito no tempo t = 4a2ms
em correspondeˆncia com Fig. 1. A linha so´lida representa a forma
do pacote de ondas no instante t = 0. No caso ultra-relativı´stico,
expresso em termos de p
2
o
m2s
= 10, o spreading e´ de fato irrelevante.
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3.2. Probabilidade de oscilac¸a˜o
Apo´s termos quantificado analiticamente as correc¸o˜es
de segunda ordem dos pacotes de onda que repre-
sentam autoestados de massa que evoluem no tempo,
obteremos agora o termo de interfereˆncia INT(t) de
modo a escrever de forma explı´cita uma expressa˜o para
a probabilidade de conversa˜o de sabores. Ao resolver-
mos a integral (30) com a aproximac¸a˜o (31) e execu-
tarmos algumas manipulac¸o˜es matema´ticas, teremos
INT(t) = AM(t)× OSC(t), (37)
onde fatorizamos o comportamento de amortizac¸a˜o do
termo de interfereˆncia atrave´s de
c
AM(t) =
(
1 + SP2(t)
)− 1
4 exp
[
− (∆v t)
2
2a2
(
1 + SP2(t)
)] (38)
d
ao mesmo tempo em que isolamos o cara´ter de
oscilac¸a˜o temporal da fo´rmula de conversa˜o de sabores
dado por
OSC(t) = Re {exp [−i∆E t− iΘ(t)]}
= cos [∆E t+ Θ(t)]. (39)
As quantidades dependentes do tempo SP(t) e Θ(t)
sa˜o dadas respectivamente por
SP(t) =
t
a2
∆
(
m2
E3
)
= ρ
∆v t
a2 po
= −ρ ∆E t
a2E¯2
(40)
e
Θ(t) =
{1
2
arctan [SP(t)]−
a2 p2o
2ρ2
SP3(t)[
1 + SP2(t)
]}, (41)
onde
ρ = 1−
[
3 +
(
∆E
E¯
)2] p2o
E¯2
e
E¯ =
√
E1 E2. (42)
Observamos que SP(t) introduz as correc¸o˜es de
segunda ordem e, consequ¨entemente, parametriza os
efeitos adicionais devidos ao spreading do pacote de
ondas na probabilidade de oscilac¸a˜o de sabores. Se
∆E  E¯, o paraˆmetro ρ e´ limitado pelo intervalo
[1,−2] e assume o valor zero quando p2o
E¯2
≈ 13 . Desta
forma, ao considerarmos valores continuamente cres-
centes do momento po, de regimes NR ate´ regimes
UR, e ao mesmo tempo fixarmos o valor de ∆E
a2 E¯2
,
as derivadas temporais de SP(t) e de Θ(t) tera˜o seus
sinais invertidos quando p
2
o
E¯2
atinge o valor de 13 . Ao
mesmo tempo, o slippage entre os pacotes de on-
das e´ quantificado pelo comportamento amortizante de
AM(t). Para compararmos AM(t) com a func¸a˜o corre-
spondente sem as correc¸o˜es de segunda ordem (ou seja,
sem os efeitos de spreading),
AM(SS)(t) = exp
[
−(∆v t)
2
2a2
]
, (43)
substituimos SP(t) dado pela expressa˜o (40) na Eq.
(38) e obtemos a raza˜o
c
AM(t)
AM(SS)(t)
=
[
1 + ρ2
(
∆E t
a2 E¯2
)2]− 14
exp
 ρ2p2o (∆E t)4
2 a6 E¯8
[
1 + ρ2
(
∆E t
a2 E¯2
)2]
. (44)
d
O limite NR e´ obtido quando fazemos ρ2 = 1 e
po = 0 na Eq. (44). Da mesma maneira, o limite UR
e´ obtido quando fazemos ρ2 = 4 e po = E¯ 3. De
fato, a influeˆncia mı´nima devido a`s correc¸o˜es de se-
3Paradoxalmente, as correc¸o˜es de segunda ordem parecem ser mais influentes em uma propagac¸a˜o UR, o que contradiria os resultados
obtidos na subsec¸a˜o anterior. Contudo, tal comparac¸a˜o na˜o e´ conveniente uma vez que na˜o fixamos os valores das massas neste caso.
Quando fixamos os valores das massas, as correc¸o˜es de segunda ordem se tornam muito mais relevantes para regimes NR de propagac¸a˜o.
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gunda ordem ocorrem quando p
2
o
E¯2
≈ 13 (ρ ≈ 0). De
toda maneira, sob condic¸o˜es de slippage mı´nimo, isto
e´, para t ≈ 0, no´s sempre teremos AM(t)AMWS(t) ≈ 1. Na
figura Fig. 3 no´s graficamos a raza˜o dada pela Eq. (44)
para diferentes regimes de propagac¸a˜o escolhendo ar-
bitrariamente a E¯ = 10. No regime assinto´tico SP(t)
estende efetivametne a interfereˆncia entre os pacotes de
ondas uma vez que
AM(t)
AMWS(t)
t→∞≈ a E¯
(ρ∆E t)
1
2
exp
[
p2o (∆E t)
2
2 a2 E¯4
]
 1,
(45)
mas, neste caso, as oscilac¸o˜es ja´ foram quase comple-
tamente destruı´das pelas caracterı´sticas de AM(t) 4.
Figura 3 - Comparac¸a˜o entre os comportamentos de amortizac¸a˜o
da probabilidade de oscilac¸a˜o considerando os casos com (AM(t))
e sem (AM(SS)(t)) correc¸o˜es de segunda ordem. As correc¸o˜es de
segunda ordem podem ser, de fato, efetivas, tanto em regimes na˜o-
relativı´sticos, como em regimes (ultra)relativı´sticos de propagac¸a˜o,
contudo, sa˜o destruı´das muito mais rapidamente no u´ltimo caso. Se
p2o
E¯2
≈ 1
3
, as correc¸o˜es de segunda ordem sa˜o mı´nimas.
A func¸a˜o oscilante OSC(t) do termo de inter-
fereˆncia INT(t) difere to termo de oscilac¸a˜o stan-
dard, cos [∆E t], pela presenc¸a de uma fase adicional
Θ(t) a qual e´ essencialmente uma correc¸a˜o de se-
gunda ordem. As modificac¸o˜es introduzidas pela
fase adicional Θ(t) sa˜o apresentadas para diferentes
regimes de propagac¸a˜o na Fig. 4 onde comparamos
OSC(t) com o termo standard de oscilac¸a˜o dado por
cos [∆E t]. Para estudarmos a fase Θ(t) e´ conveniente
definirmos um tempo to > 0 para o qual esta func¸a˜o
atinge seu valor de zero, isto e´, Θ(to) = 0. Se t ≤ to, o
mo´dulo da fase Θ(t) atinge um limite superior quando
Figura 4 - O comportamento temporal de OSC(t) comparado
com o comportamento de oscilac¸a˜o standard obtido com ondas
planas, cos [∆E t], para diferentes regimes de propagac¸a˜o. A
fase adicional Θ(t) modifica a caracterı´stica de oscilac¸a˜o apo´s
um certo tempo de propagac¸a˜o. Novamente observamos que as
modifı´cac¸o˜es em relac¸a˜o ao comportamento standard sa˜o mı´nimas
quando p
2
o
E¯2
≈ 1
3
.
c
|∆E t| = a2 E¯2
√√√√√
√(
3− ρ2
a2 p2o
)2
+ 4 ρ
2
a2 p2o
−
(
3− ρ2
a2 p2o
)
2ρ2
, (46)
consequ¨entemente, o ma´ximo de |Θ(t)| depende, na˜o
somente do regime de propagac¸a˜o (valor de po), mas
tambe´m da largura a do pacote de ondas. De qualquer
maneira, os valores assumidos por |Θ(t)| esta˜o restri-
tos ao intervalo [0, pi4 ]. Se t > to, a fase Θ(t) na˜o tem
um limite oposto e sua dependeˆncia temporal e´ essen-
cialemte dada pelo segundo termo da Eq. (41). Con-
tudo, e´ importante notarmos que para t > to o cara´ter
oscilante e´ gradualmente destruı´do por AM(t). Sendo
assim, um novo limite efetivo assumido por Θ(t) e´ de-
terminado pelo comportamento amortizante de AM(t).
Para ilustrarmos este ponto, no´s graficamos ambas as
curvas que representam AM(t) e Θ(t) na Fig. 5 uti-
lizando os mesmos paraˆmetros empregados no estudo
4Veja a Fig. 5 logo mais a seguir.
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de AM(t). A fase se modifica lentamente em um
regime NR. Em um regime UR, a fase Θ(t) atinge
rapidamente seu limite inferior quando p
2
o
E¯2
> 13 e, de-
pois de um tempo to, a mesma continua a se modificar
de maneira aproximadamente linear no tempo. Entre-
tanto, efetivamente, as oscilac¸o˜es desaparecem rapida-
mente apo´s to.
c
Figura 5 - O comportamento temporal da fase Θ(t). Os valores assumidos por Θ(t) sa˜o efetivos somente enquanto o termo de interfereˆncia
na˜o e´ completamente amortizado. Na figura superior, podemos observar o comportamento de AM(t) o qual determina efetivamente os
valores limites assumidos por Θ(t) em cada um dos regimes de propagac¸a˜o. Para regimes relativı´sticos com p
2
o
E¯2
> 1
3
, a func¸a˜o Θ(t) atinge
rapidamente seu limite inferior como podemos observar no pequeno retaˆngulo da figura inferior. No´s utilizamos arbitrariamente a E¯ = 10
para obtermos os gra´ficos acima.
d
Ao superpormos os efeitos de AM(t) sobre o
cara´ter de oscilac¸a˜o descrito por OSC(t) expresso na
Fig. 5, no´s imediatamente obtemos a probabilidade de
oscilac¸a˜o de sabores dada explicitamente por
c
P (να → νβ; t) ≈ sin
2 (2θ)
2
{
1− (1 + SP2(t))− 14 exp[− (∆v t)2
2a2
(
1 + SP2(t)
)] cos [∆E t+ Θ(t)]} . (47)
d
Obviamente, quanto maior e´ o valor de a E¯,
menores sera˜o os efeitos devidos a` localizac¸a˜o do
pacote de ondas. Se a E¯ assume um valor su-
ficientemente elevado de modo a que as correc¸o˜es
de segunda ordem da Eq. (31) na˜o fossem con-
sideradas, poderı´amos calcular a probabilidade de
oscilac¸a˜o levando em conta somente o termo domi-
nante de primeira ordem que parametriza o efeito de
slippage, ou seja, terı´amos
c
P (να → νβ; t) ≈ sin
2 (2θ)
2
{
1− exp
[
−(∆v t)
2
2 a2
]
cos [∆E t]
}
. (48)
346 Bernardini e De Leo
d
Sob condic¸o˜es de slippage mı´nimo, no caso em que
t ≈ 0, a expressa˜o acima reproduz o mesmo resultado
obtido no formalismo com ondas planas,
P (να → νβ; t) ≈ sin
2 (2θ)
2
{
1−[
1− (∆v t)2
2 a2
]
cos [∆E t]
}
≈ sin2 (2θ)2 {1− cos [∆E t]} , (49)
uma vez que assumimos aE¯  1.
4. Ana´lise com diferentes formas de
pacotes de ondas
Neste momento, no´s verificaremos em quais cir-
cunstaˆncias a forma do pacote de ondas pode alterar
a probabilidade de oscilac¸a˜o de sabores. Para des-
crevermos a evoluc¸a˜o temporal de um pacote de on-
das, no´s consideramos agora uma func¸a˜o Quadrada e
uma func¸a˜o Seno (suavemente amortizada) ao inve´s
de uma func¸a˜o Gaussiana. Ainda a pouco, notamos
que e´ substancialmente simples desenvolver um es-
tudo analı´tico com uma func¸a˜o Gaussiana uma vez
que a transformada de Fourier da mesma no espac¸o
de momentos e´ tambe´m uma func¸a˜o Gaussiana. Ao
contra´rio, o estudo com as func¸o˜es Quadrada e Seno
restringe os ca´lculos a` considerac¸a˜o de somente as
correc¸o˜es de primeira ordem na Eq. (32), ou seja, tere-
mos
E(pz,ms) ≈ Es + poσs (50)
que permite apenas calcular o termo dominate do efeito
de slippage.
A ana´lise subsequ¨ente resulta em uma boa
aproximac¸a˜o para o regime de propagac¸a˜o onde po >
m1,2. Para simplificarmos esta discussa˜o, no´s adotare-
mos a seguinte definic¸a˜o para o estado inicial,
φ(i)s (z, 0) = F
(i)(z) exp [ipo z], (51)
onde i = G, Q, S correspondem respectivamente a`s
func¸o˜es Gaussiana, Quadrada e Seno.
A evoluc¸a˜o temporal de um pacote de ondas sera´
expressa em termos de ϕ(i)(pz−po), a transformada de
Fourier de φ(i)s (z, 0), e a probabilidade de oscilac¸o˜es
seria imediatamente calculada atrave´s da expressa˜o
(23).
Da maneira como calculamos na sec¸a˜o anterior, no
caso de uma func¸a˜o Gaussiana, terı´amos
F (G)(z) =
(
2
pia2G
) 1
4
exp
[
− z2
a2G
]
e
ϕ(G)(pz − po) =
(
2pia2G
) 1
4 exp
[
−a2G (pz−po)24
]
.(52)
Neste caso, o pacote de ondas teria a forma
c
φ(G)s (z, t) ≈
(
2
pi a2G
) 1
4
exp [−i (Es t− po z)] exp
[
(z − vs t)2
a2G
]
(53)
e a probabilidade de oscilac¸a˜o seria reproduzida pela Eq. (48).
De fato, tais resultados poderiam ser imediatamente obtidos se impuse´ssemos que as(t) = a e θs(t, z) = 0 na
Eq. (33).
No caso de uma func¸a˜o Quadrada, no´s terı´amos
F (Q)(z) =

a
− 1
2
Q z ∈
[−aQ2 , aQ2 ]
0 z ∈/ [−aQ2 , aQ2 ] e ϕ
(Q)(pz − po) = 2 a
1
2
Q
aQ (pz − po) sin
[
aQ (pz − po)
2
]
.
Neste caso, o pacote de ondas teria a forma
φ(Q)s (z, t) ≈

a
− 1
2
Q exp [−i (Es t− po z)] z ∈
[
vs t− aQ2 , vs t+
aQ
2
]
0 z ∈/ [vs t− aQ2 , vs t+ aQ2 ] (54)
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e a probabilidade de oscilac¸a˜o seria dada por
P (Q)(να → νβ; t) ≈

sin2 (2θ)
2
{
1−
[
1− ∆v taQ
]
cos [∆E t]
}
t ≤ aQ∆v
0 t >
aQ
∆v
. (55)
Finalmente, no caso de uma func¸a˜o Seno, no´s terı´amos
F (S)(z) =
(aS
pi
) 1
2 sin
[
z a−1S
]
z
e ϕ(S)(pz − po) =
 (aS pi)
1
2 aS (pz − po) ∈ [−1, 1]
0 aS (pz − po) ∈/ [−1, 1]
.
Neste caso, o pacote de ondas teria a forma
φ(S)s (z, t) ≈
(aS
pi
) 1
2
exp [−i (Es t− po z)]
sin
[
a−1S (z − vs t)
]
(z − vs t) (56)
d
e a probabilidade de oscilac¸a˜o seria dada por
P (S)(να → νβ; t) ≈ sin
2 (2θ)
2
{
1−(
aS
∆v t
)
sin
[
∆v t
aS
]
cos [∆E t]
}
. (57)
Os resultados acima merecem alguns comenta´rios.
Primeiramente, no´s observamos que todas as treˆs for-
mas dos pacotes de ondas fornecem o mesmo com-
portamento oscilante. Em uma ana´lise simplificada,
independentemente do regime de propagac¸a˜o e sem a
introduc¸a˜o de qualquer paraˆmetro nume´rico, no´s pode-
mos comparar o comportamento de amortizac¸a˜o de
cada uma das probabilidades de oscilac¸a˜o em termos
de uma varia´vel em comum x(t) = ∆v ta(G) . Se definimos
os coeficientes αQ = aGaQ e αS =
aG
aS
e recorremos a`
definic¸a˜o de AM(t), no´s podemos escrever
c
AM(G)(t) = exp
[
−x
2(t)
2
]
, AM(Q)(t) =

1− αQx(t) αQx(t) ≤ 1
0 αQx(t) > 1
e AM(S)(t) =
sin [αSx(t)]
αS x(t)
(58)
d
Sob condic¸o˜es de slippage mı´nimo, isto e´, quando
x(t)  1, AM(G)(t) e AM(S)(t) apresentam uma de-
pendeˆncia quadra´tica no tempo. Particularmente, se
fazemos αS =
√
3, no´s temos
AM(G)(t) = AM(S)(t) ≈ 1− x
2(t)
2
, (59)
ou seja, sob condic¸o˜es de slippage mı´nimo, as func¸o˜es
Gaussiana e Seno reproduzem exatamente a mesma
caracterı´stica de amortizac¸a˜o da probabilidade de
oscilac¸a˜o. Para resumirmos os resultados acima, no´s
ilustramos as probabilidades de oscilac¸a˜o para as treˆs
diferentes formas dos pacotes de ondas na Fig. 6
onde adotamos αQ = 1 e αS =
√
3. Predomi-
nantemente para a func¸a˜o Seno, havera´ sempre um
cara´ter oscilante remanescente durante a propagac¸a˜o
da partı´cula. Ao contra´rio, a func¸a˜o AM(t)(Q)(t) de-
saparece linearmente e o cara´ter oscilante correspon-
dente tende a zero muito mais rapidamente. O cara´ter
oscilante cessa subitamente quando x(t) = 1αB . Os pa-
cotes de ondas descritos por uma func¸a˜o Seno apresen-
tam ainda um outro cara´ter peculiar. A probabilidade
de oscilac¸a˜o assim produzida tem o comportamento
oscilato´rio completamente suprimido a cada zero da
func¸a˜o sin [x(t)] mas retornam a oscilar apo´s o mesmo.
Apo´s cada um desses zeros, func¸a˜o sin [x(t)] muda o
seu pro´prio sinal e, consequ¨entemente, os pontos de
ma´ximo se transformam em pontos de mı´nimo, e vice-
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versa, conforme e´ possı´vel observar na Fig. 6. Para
finalizar, no´s ilustramos as propriedades ate´ aqui dis-
cutidas na Fig. 7 onde observamos o efeito de slippage
correspondente a cada uma das treˆs diferentes formas
de pacotes de ondas.
Figura 6 - As probabilidades de conversa˜o de sabores para pacotes
de ondas descritos pelas func¸o˜es Gaussiana, Quadrada e Seno
levando-se em conta as correc¸o˜es de primeira ordem em um ca´lculo
analı´tico de INT(t). Ao assumirmos aG = aQ = 1√3aS, a func¸a˜o
Gaussiana e a func¸a˜o Seno delineiam pacotes de ondas com exata-
mente a mesma dependeˆncia quadra´tica no tempo sob condic¸o˜es
de slippage mı´nimo enquanto que a func¸a˜o Quadrada leva a um
comportamento completamente diferente onde a caracterı´stica de
oscilac¸a˜o da probabilidade desaparece muito mais rapidamente.
5. Concluso˜es
Neste texto, apo´s fazermos uma breve introduc¸a˜o
sobre o status em que se encontra o estudo dos
fenoˆmenos quaˆnticos de oscilac¸a˜o, no´s calculamos
analiticamente as correc¸o˜es de segunda ordem para
a fo´rmula de conversa˜o de sabores no caso em que
autoestados de massa sa˜o descritos por pacotes de
onda Gaussianos. Sob a condic¸a˜o particular de uma
distribuic¸a˜o de momentos altamente centrada, no´s obti-
vemos a expressa˜o explı´cita para a evoluc¸a˜o tempo-
ral dos autoestados de massa onde pudemos identi-
ficar o spreading do pacote de ondas. para os regimes
(ultra)relativı´stico e na˜o-relativı´stico de propagac¸a˜o.
Em particular, no´s ainda observamos que o spread-
ing e´ de fato um efeito de segunda ordem pratica-
mente irrelevante para partı´culas se propagando em
regime (ultra)relativı´stico. Ale´m disso, no´s verifi-
camos a presenc¸a de uma fase dependente do tempo
adicional a` fase standard do termo oscilante da fo´rmula
de conversa˜o de sabores. Esta fase adicional apresenta
uma dependeˆncia temporal que modifica o cara´ter os-
cilante de uma maneira peculiar. Tais modificac¸o˜es
sa˜o menos relevantes quando p2o ≈ 13 E¯2 e mais rel-
evantes para regimes na˜o-relativı´sticos de propagac¸a˜o.
De toda maneira, as mesmas sa˜o completamente irrele-
vantes para regimes ultra-relativı´sticos uma vez que o
comportamento amortizante do termo de interfereˆncia
suprime significativamente o comportamento oscilante
da fo´rmula de probabilidades.
Figura 7 - O slippage entre pacotes de ondas para as treˆs formas de
pacotes de ondas: Gaussiana, Quadrada e Seno. Podemos obser-
var que a interfereˆncia entre as func¸o˜es Quadradas e´ abrubtamente
interrompida num determinado instante, enquanto que as outras
duas formas de pacotes de ondas prolongam a interfereˆncia por
um perı´odo de tempo maior. Isto complementa a explicac¸a˜o do
comportamento oscilante ilustrado na Fig. 6.
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Sabemos, pore´m, que tais resultados sa˜o forte-
mente influenciados pelo uso de pacotes de ondas
Gaussianos na descric¸a˜o dos autoestados de massa. De
maneira a verificarmos como a forma do pacote de on-
das poderia modificar a caracterı´stica amortizante da
probabilidade de oscilac¸a˜o de sabores, no´s analisamos
o slippage entre os pacotes de ondas associados a cada
autoestado de massa considerando tambe´m uma func¸a˜o
Quadrada e uma func¸a˜o Seno. Com o uso de uma
aproximac¸a˜o analı´tica de primeira ordem, atrave´s de
uma simples comparac¸a˜o entre os comportamentos de
amortizac¸a˜o da probabilidade de oscilac¸a˜o, no´s ilus-
tramos que, sob as condic¸o˜es de slippage mı´nimo, a
func¸a˜o Seno e a func¸a˜o Gaussiana proporcionam re-
sultados semelhantes, ja´ a func¸a˜o Quadrada faz com
que as oscilac¸o˜es desaparec¸am mais rapidamente.
Para finalizarmos, no´s enfatizamos que, apesar de
ser mais preciso e, eventualmente, fornecer resulta-
dos exatos, um tratamento nume´rico do problema de
oscilac¸o˜es na˜o nos permitiria observar determinados
detalhes fı´sicos que aparecem somente com o estudo
analı´tico. Portanto, concluı´mos que o estudo analı´tico
desenvolvido neste texto complementa e esclarece di-
versos aspectos que de longa data ja´ foram introduzi-
dos no estudo dos fenoˆmenos quaˆnticos de oscilac¸a˜o e
se apresenta como um excelente exercı´cio teo´rico para
aqueles que se dispo˜em a iniciar o estudo do fenoˆmeno
de oscilac¸a˜o de sabores.
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